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Äèíàìèêà ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå õèìè÷åñêèõ
è áèîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé ÷àñòî èìååò ïîä ñîáîé îá-
ùóþ êèíåòè÷åñêóþ îñíîâó, îïðåäåëÿåìóþ ïðèðîäîé
êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà, äåòåðìèíèðóþùåãî âðå-
ìåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïðîöåññà. Åñëè ðàññìîòðåòü
äèíàìèêó ðàçâåòâëåííûõ öåïíûõ èëè àâòîêàòàëèòè-
÷åñêèõ ðåàêöèé, ïðîöåññ ðîñòà êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé
èëè ðàêîâûõ êëåòîê, çàêîíîìåðíîñòè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿ-
öèè ÷åëîâåêà, òî ìîæíî îáíàðóæèòü îáùèå ÷åðòû.
Ïðîöåññû èìåþò  çíà÷èòåëüíûé ïåðèîä èíäóêöèè,
÷àñòî ïåðåõîäÿò â ôàçó ýêñïîíåíöèàëüíîãî èëè ãèïåð-
ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçðûâà, îäíàêî ìîãóò ïðîòåêàòü è
â óñòîé÷èâîì ëèíåéíîì èëè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìàõ.
Âîïðîñàì êèíåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàçâåòâëåííûõ öåï-
íûõ è àâòîêàòàëèòè÷åñêèõ ðåàêöèé, àâòîêàòàëèòè÷åñ-
êîãî ðîñòà êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé çíà÷èòåëüíîå âíèìà-
íèå óäåëÿëè  êëàññèêè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
Í.Í. Ñåìåíîâ è Í.Ì. Ýìàíóýëü [1, 2]. Êèíåòè÷åñêèå
îñíîâû êëåòî÷íîãî ðîñòà èçëîæåíû â [3, 4]. Âåñüìà
áëèçêèì ïî êèíåòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ ïðîöåññ ðîñòà ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà [5–7]. Î÷åâèä-
íî, ÷òî êèíåòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåõ ýòèõ ñèñòåì îï-
ðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé  äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó êàæäîãî ïðîöåññà, è îãðàíè-
÷åíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ïàðàìåòðàìè (êîíñòàíòàìè)
ïðîöåññà. Âìåñòå ñ òåì â êèíåòè÷åñêîì ïîâåäåíèè
âñåõ îáñóæäàåìûõ ñèñòåì ëåæàò îáùèå áàçîâûå çà-
êîíîìåðíîñòè, îïðåäåëÿþùèå óñòîé÷èâûé èëè íåóñ-
òîé÷èâûé òèï ïîâåäåíèÿ.

Âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè õèìè÷åñêèõ è áèîõèìè÷åñ-
êèõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8, 9]. Ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âûñøåé ñòåïåíè èíòåðåñíûì ïðèìåíåíèå ýëå-
ìåíòîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ê èññëåäîâàíèþ ïîâå-
äåíèÿ ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà.
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Íà îñíîâå êèíåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, à òàêæå íà áàçå ïðèíöèïîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïîñòðîå-
íà ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà, îáëàäàþùàÿ óñòîé÷èâûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíè-
åì. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ïîñòðîåííîé ìîäåëè óäàëîñü îöåíèòü ìîäåëüíûå êîýôôèöèåíòû è
ïðåäåëüíóþ ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ Çåìëè, à òàêæå õàðàêòåðíûé ñðîê äîñòèæåíèÿ ýòîé ÷èñ-
ëåííîñòè.
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ïîïóëÿöèé, ïðåäåëû ðîñòà ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà.

 Ò. Ìàëüòóñ â ñâîåé êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [5]
âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå íà âîçìîæíîñòü ìàòåìà-
òè÷åñêè îïèñàòü äèíàìèêó ðîñòà ïîïóëÿöèè ÷åëîâå-
êà. Îí  ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðîñò ÷èñëåííîñòè íàðîäî-
íàñåëåíèÿ Çåìëè ïðîèñõîäèò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè èëè (â íåïðåðûâíîì ïðåäñòàâëåíèè) â âèäå
ýêñïîíåíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà íàñå-
ëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò ïðîïîðöèîíàëüíà åãî íàëè÷-
íîé ÷èñëåííîñòè:

                                 (1)

Äîáàâëÿÿ ê ýòîìó óðàâíåíèþ íà÷àëüíîå óñëîâèå
N(0) = N0, ìîæíî ïîëó÷èòü îçíà÷åííóþ âûøå ýêñ-
ïîíåíòó:

              N(t) = N0e
at.                         (2)

Ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì
ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû è ÿâëÿåòñÿ  íåóñòîé÷èâûì
[10–13]. Ê ñåðåäèíå XX â. âûÿñíèëîñü, ÷òî íåóñòîé-
÷èâîñòü – íå åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê ðåøåíèÿ.
Áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç, ïðîâåäåííûé Õ. ôîí Ôåð-
ñòåðîì è åãî êîëëåãàìè íà îñíîâå äàííûõ î ÷èñëåí-
íîñòè íàñåëåíèÿ ïëàíåòû çà ïåðèîä ñ íà÷àëà íàøåé
ýðû äî 1960 ã., ïðèâåë ê âûâîäó, ÷òî â ðåàëüíîñòè
ðîñò ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííî áûñòðåå, íåæåëè ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó Ìàëüòóñà. Â ðàáîòå [6]
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïîñëåäíèå 2000 ëåò ñêîðîñòü
ðîñòà áûëà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó íàëè÷íîé ÷èñ-
ëåííîñòè íàñåëåíèÿ:

                                (3)
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Ïîñòàíîâêà äëÿ óðàâíåíèÿ (3) çàäà÷è Êîøè ñ òåì æå
íà÷àëüíûì óñëîâèåì N(0) = N0 ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà:

                                    (4)

Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

           N(t) = 2⋅1011(2025 – t),                (5)

èç êîòîðîãî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ N(t) òåðïèò ðàç-
ðûâ â ìîìåíò tcr = 2025 ã., ò.å. â ñðàâíèòåëüíî áëèç-
êîå âðåìÿ. Ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó ïðèõîäÿò è àâòî-
ðû áîëåå íîâûõ èññëåäîâàíèé [7, 14].

×òîáû óñòðàíèòü âîçíèêàþùèé ïàðàäîêñ (ðàçâèòèå
ïîïóëÿöèè äî áåñêîíå÷íîé ÷èñëåííîñòè çà êîíå÷íîå
âðåìÿ) â [14] ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà èìååò ëèíåéíóþ
çàâèñèìîñòü îò èìåþùåéñÿ ÷èñëåííîñòè ëþäåé, îäíàêî
ïàðàìåòð ñêîðîñòè ðîñòà (a) â òàêîé çàâèñèìîñòè íå
ïîñòîÿíåí, à ñàì çàâèñèò îò âðåìåíè ÷åðåç óðàâíåíèå

                    a(t) = kJ(t),                      (6)

ãäå ïîä J(t) ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàêîïëåííîé ÷å-
ëîâå÷åñòâîì èíôîðìàöèè. Ïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ïðî-
èçâîäñòâà èíôîðìàöèè çàâèñèò îò íàëè÷íîãî êîëè÷å-
ñòâà èíôîðìàöèè ëèíåéíî, ò.å. ÷òî

                

è ÷òî J(0) = J0, ëåãêî ïîëó÷èòü óïðàâëÿþùóþ ôóíê-
öèþ â âèäå ýêñïîíåíòû: J(t) = J0e

mt. Òîãäà, ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ è óðàâíåíèþ (6), áóäåì èìåòü:

                          (7)

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå [14] õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
ôîðìóëîé (7). Îäíàêî åå íåäîñòàòîê ïî-ïðåæíåìó ñâÿ-
çàí ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî, õîòÿ
ïðåäëîæåííàÿ ôóíêöèÿ è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðîòè-
âîðå÷èé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðûâîì è óõîäîì ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè â áåñêîíå÷íîñòü.

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò âàæíûé ôàêò: ñðåäè
âñåõ ìîäåëåé ðîñòà ÷åëîâå÷åñêîé ïîïóëÿöèè íóæíî
îñîáî âûäåëÿòü òå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) ñâÿçûâàþò ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ëþäåé òîëüêî
ñ ñàìîé ýòîé ÷èñëåííîñòüþ;

2) îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
âèäà

                                    (8)

ãäå ôóíêöèÿ f(N) àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ N;

3) óðàâíåíèå  èìååò óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðå-
øåíèå, ò.å. ðåøåíèå, íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè;

4) â ïîñëåäíèå 2000 ëåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ  áëèç-
êî ê ãèïåðáîëå (5).

Èç ýòèõ ÷åòûðåõ âåñüìà îáùèõ óñëîâèé ìîæíî
âûâåñòè óðàâíåíèå, äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþùåå
÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà. Äëÿ ýòîãî èìååò
ñìûñë âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì [8], ïîçâîëÿþ-
ùèì îïðåäåëÿòü óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
íèé. Èç íåãî íàïðÿìóþ ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

              

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà p > q. Â ñàìîì äåëå,

                

(9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(N)
ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òîãäà
íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì, êîãäà f(N) = 0, ñòàíåò
òîò, ãäå f(N) ñîñòîèò èç äâóõ ÷ëåíîâ ðàçíîãî çíàêà,
ò.å. èìååò âèä (9). Ó âñåõ óðàâíåíèé âèäà (9) åñòü
òî÷êà ïåðåãèáà

                                    (10)

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
õîðîøèì è ïðèòîì äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ïðèáëèæåíè-
åì ê ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ÷åòûðåì âûøåïðè-
âåäåííûì óñëîâèÿì, áóäåò ôóíêöèÿ âèäà
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                               (11)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî a ãîðàçäî áîëüøå b, òî
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ ÷èñëåííîñòÿõ
ïîïóëÿöèè ýòî óðàâíåíèå ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
(3), ÷òî äåëàåò åãî ñîîòâåòñòâóþùèì ÷åòâåðòîìó èç
ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé. Óñëîâèÿ 2 è 3 äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âûïîëíåíû, ðàâíî êàê è óñëîâèå 1. Òî, ÷òî ó
÷ëåíà ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì òðåòüÿ ñòåïåíü, âûç-
âàíî òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè áîëüøîé ðàçíèöå ìåæäó
p è q â óðàâíåíèè  òî÷êà ïåðåãèáà è îêðóæàþùèé
åå ïî÷òè ëèíåéíûé ó÷àñòîê áóäóò âåñüìà íåäàëåêî
îòñòîÿòü îò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà ïåðåãèáà
íà ãðàôèêå ðîñòà ïîïóëÿöèè óæå ïðîéäåíà, ïîñêîëüêó
ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ (ñóì-
ìàðíîå íàñåëåíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò áîëåå ìèëëè-
àðäà ÷åëîâåê) ïåðåøëà ÷åðåç ìàêñèìóì äîâîëüíî
äàâíî (50–70-å ãîäû XX â.). Â ìèðå â öåëîì, à ðàâ-
íî è â ñòðàíàõ ñ íàñåëåíèåì ñâûøå ìèëëèàðäà ÷å-
ëîâåê (Êèòàå è Èíäèè), ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ
ïðåîäîëåëà ìàêñèìóì â ïåðèîä ñ 1980 ïî 2005 ã.
(ðèñ. 1). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî
XXI â. ñòàëî òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ÷èñëåííîñòè
íàñåëåíèÿ Çåìëè. Â òî æå âðåìÿ â íàñòîÿùèé ìî-
ìåíò ñêîðîãî âûõîäà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà ñòà-
öèîíàð íå íàáëþäàåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷ëåí
ñî çíàêîì ìèíóñ äîëæåí èìåòü ñòåïåíü, áëèçêóþ ê
2, ò.å. ðàâíóþ 3.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), êàê íåòðóä-
íî âèäåòü, ðàâíî Nst = a/b. Ê ýòîìó ðåøåíèþ ñòÿãè-
âàþòñÿ âñå ðåøåíèÿ, ñòàðòóþùèå ñ íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ N(0) = N0 < a/b, ïîòîìó îíè òàêæå àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâû. Òî÷êà ïåðåãèáà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íûíåøíåé ÷èñëåííîñòè â 6–7 ìëðä ÷åëîâåê, âû÷èñëÿ-
åòñÿ èç ôîðìóëû 2a/3b, ò.å. ñåé÷àñ ÷åëîâå÷åñòâî äî-
ñòèãëî ïðèìåðíî äâóõ òðåòåé îò ïðåäåëüíîé ñâîåé
÷èñëåííîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ÷èñëåííîñòü
ðàâíà ïðèìåðíî 9,0–10,5 ìëðä ÷åëîâåê. Áîëåå òî÷íûé
ðàñ÷åò, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå ïðè-
ìåðíî ëèíåéíîãî ó÷àñòêà ðîñòà ñ 50-õ ãã. XX â., äàåò
çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé ÷èñëåííîñòè 9,5 ìëðä ÷åëîâåê.
Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëüíàÿ êðèâàÿ âìåñòå ñ ðåàëüíûìè
äàííûìè è ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, à òàêæå ñðåäíèì
âàðèàíòîì ïðîãíîçà ÎÎÍ íà 2000–2050 ãã. ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 1.

Âûÿâëåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèíàìèêà ðîñòà
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ÷åëîâåêà ïðîñëåæèâàåòñÿ çà
áîëüøîé ïåðèîä âðåìåíè (îêîëî 270–300 ëåò, ñì.

Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðîñòà íàñåëåíèÿ ìèðà, à òàêæå Êèòàÿ è
Èíäèè ñ 1955 ïî 2005 ãã. [15]: 1 – Êèòàé, 2 – Èíäèÿ, 3 – ìèð

Ðèñ. 2. Ìîäåëüíàÿ è ðåàëüíàÿ [15, 16] êðèâûå ðîñòà íàñåëåíèÿ
Çåìëè. Òî÷êè ñ 2010 ïî 2050 ã. – ñðåäíèé âàðèàíò ïðîãíîçà ÎÎÍ çà
2008 ã. [15]: 1 –  íàñåëåíèå  Çåìëè, 2 – íàñåëåíèå ïî ìîäåëè,

3 –  ñðåäíèé âàðèàíò ïðîãíîçà ÎÎÍ

ðèñ. 2).  Ïðè  ýòîì  óðàâíåíèå  äîñòàòî÷íî õîðîøî
îïèñûâàåò íàáëþäàåìûé äèíàìè÷åñêèé ôåíîìåí. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýêñòðàïîëÿöèÿ íà îòíîñè-
òåëüíî íåáîëüøîé ïåðèîä âðåìåíè (50–70 ëåò) äîëæíà
ïðèâîäèòü ê äîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîìó ðåçóëüòàòó.
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STABILITY AND HUMAN POPULATION GROWTH LIMITS

A.V. Lukovenkov, V.V. Belokurov, S.D. Varfolomeev
(Emanuel Institute of Biochemical Physics of RAS, Moscow, Russia Moscow State University,
Moscow, Russia)

In the article on the basis of kinetical approach and general principles of Lyapunov’s stability
theory was built a model of human population dynamics which has a stable stationary solution. An
analysis of the model suggested gives the values of model coefficients and allows to estimate
limits of human population growth and characteristic time needed to reach the limits.

Key words: stability, population dynamics, population growth models, limits of human
population growth.
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