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Èññëåäîâàíèÿ ñî ñòàöèîíàðíûìè ñâåðõçâóêîâûìè
ñòðóÿìè ñìåñåé ãàçîâ âñåãäà èìåëè êàê ïðèêëàäíîå,
òàê è ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå. Ê ïðàêòè÷åñêîìó
ïðèìåíåíèþ ñòàöèîíàðíûõ ñòðóé ñëåäóåò îòíåñòè
ðàçãîíêó ìîëåêóëÿðíûõ ïó÷êîâ [1], ðàçäåëåíèå ðàçëè-
÷àþùèõñÿ ïî ìàññàì êîìïîíåíòîâ ãàçîîáðàçíîé ñìå-
ñè (íàïðèìåð, èçîòîïîâ [2, 3] è àýðîçîëåé [4, 5]) è íà-
ïûëåíèå ïëåíîê îðãàíè÷åñêèõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìà-
òåðèàëîâ [6–8]. Ê îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî îòíåñòè èçó÷åíèå ðå-
ëàêñàöèè ïîñòóïàòåëüíîé [9–11] è âíóòðåííåé [12–14]
ýíåðãèè â ñìåñÿõ ãàçîâ, õèìè÷åñêîé ðåëàêñàöèè [15],
êîíäåíñàöèè è êëàñòåðîîáðàçîâàíèÿ [16, 17]. Â ôèçè-
÷åñêîé îñíîâå âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé ëåæàò ñïåöèôè÷åñ-
êèå äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñòðóé ñìåñåé ãàçîâ íåðàâíîâåñ-
íûå ïðîöåññû (îáìåí èìïóëüñîì è ýíåðãèåé ìåæäó
÷àñòèöàìè ðàçíîãî ñîðòà), ïðèâîäÿùèå ê “ñêîëüæå-
íèþ” ñêîðîñòåé è ðàçíîñòè òåìïåðàòóð êîìïîíåíòîâ
ñìåñè.

Ñòðîãîå òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòèõ ÿâëåíèé âîç-
ìîæíî íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà (íàïðèìåð,
íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Áîëüöìàíà äëÿ ñìå-
ñè). Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò ìåòîäîâ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ðåøåíèå îáû÷íûìè ìåòîäàìè
(ðàçëîæåíèå ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì, ìîìåíòíûå ìå-
òîäû è ò.ä.) çàòðóäíåíî èç-çà ïîÿâëåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (ìàññà êîìïî-
íåíòîâ, ñîñòàâ ñìåñè, ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñ-
òèö êîìïîíåíòîâ ìåæäó ñîáîé è äðóã ñ äðóãîì). Êðî-
ìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ,
ñâÿçàííûõ ñ ðàçëîæåíèåì ïî ýòèì ïàðàìåòðàì â ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ: ãèïåðçâóêîâîå ïðèáëèæåíèå [9, 18–
21], êîìïîíåíòû ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ìàññàìè
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[22, 23], ëèíåéíîå [24, 25] è íåëèíåéíîå [5] ïðèáëèæå-
íèå ïî âåëè÷èíå “ñêîëüæåíèÿ” ñêîðîñòåé. Ïðè ýòîì â
áîëüøèíñòâå ðàáîò èñïîëüçóþòñÿ ëèáî íåðåàëèñòè-
÷åñêèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö (ìàêñâåëëîâñ-
êèå ìîëåêóëû [22, 26], òâåðäûå ñôåðû [23, 25]), ëèáî
ìîäåëüíûå àíàëîãè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [18, 21].

Ïðèìåíåíèå ìîìåíòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ Áîëüöìàíà äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè
ñòðóè äëÿ ðåàëèñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ñâåðõçâóêîâûõ ñòðóé â
ðàçíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ìîìåíòíîãî ìåòîäà Ãðýäà èçó-
÷àëàñü ïîñòóïàòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ â ñòðóÿõ îäíî-
àòîìíûõ ãàçîâ [27] è èõ ñìåñåé [28]. Â ðàáîòàõ [29,
30] â 13-ìîìåíòíîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãðýäà ïîñò-
ðîåíà ìîäåëü èñòå÷åíèÿ ñâåðõçâóêîâûõ èìïóëüñíûõ
ñòðóé îäíîàòîìíûõ ãàçîâ è èõ ñìåñåé. Íà îñíîâå ýë-
ëèïñîèäàëüíîé ìîäåëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçó÷à-
ëàñü ïîñòóïàòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ â ñòàöèîíàðíûõ
ñòðóÿõ îäíîàòîìíûõ ãàçîâ [31–33], èõ ñìåñåé [11] è
äâóõàòîìíûõ ãàçîâ [34–36].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû − âûâîä óðàâíåíèé ïîñòó-
ïàòåëüíîé ðåëàêñàöèè â ñòàöèîíàðíîé ñâåðõçâóêîâîé
ñòðóå ñìåñè ãàçîâ â ñëó÷àå ðåàëèñòè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì äâóõìåðíîñòè
òå÷åíèÿ âáëèçè ñîïëà.

Ñèñòåìà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé
Àäåêâàòíîå îïèñàíèå ðàñøèðåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíò-

íîé ñòàöèîíàðíîé ñâåðõçâóêîâîé ñòðóè â âàêóóì âîç-
ìîæíî íà îñíîâå ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Áîëüöìàíà äëÿ ñìåñè [37]:

                                (1)
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ãäå fα – ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì ÷àñòèö
êîìïîíåíòà α,  – ñêîðîñòü. Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé
÷àñòèö α è β äðóã ñ äðóãîì èìååò âèä:

         

Çäåñü ,  è ,  – ñêîðîñòè ÷àñòèö α è β äî è
ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; σαβ(g,χ) – äèô-
ôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïàðû ÷àñòèö α è β,

  χ è ε – óãëû ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå öåí-
òðà ìàññ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè îñåñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ
óäîáíî ââåñòè ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â ôè-
çè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è äåêàðòîâó – â ïðîñòðàíñòâå
ñêîðîñòåé: ξr – âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû, ξθ –
â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ξr è îñü ïîòîêà, à
ξϕ – ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íèì (ðèñóíîê).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Áîëüöìàíà â ýòîì ñëó÷àå èìå-
åò âèä [38]:

 
(2)

Ìàêðîïàðàìåòðû êîìïîíåíòà α ñòðóè ìîæíî îïðå-
äåëèòü ÷åðåç ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü

ïðîäîëüíàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

ïîïåðå÷íàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2) íà 1, ξ r, v2 = ξ r
2
 + ξθ

2
 + ξ ϕ

2,
ρ2 = ξ θ

2
 + ξϕ

2 è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó

ñêîðîñòåé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû,
èìïóëüñà è ýíåðãèè:

  (3)

            

(5)

 
(6)

Çäåñü

 

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3)–(6) îïóùåíû ÷ëåíû, ñâÿ-
çàííûå ñ ìîìåíòàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà (èìåþùèìè
ñìûñë ïîòîêà ýíåðãèè) è âûøå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

Ñèñòåìû êîîðäèíàò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå  è
ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé 

9 ÂÌÓ, õèìèÿ, ¹ 1
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áîëüøèõ äàâëåíèé â èñòî÷íèêå ñòðóè (ìàëûå ÷èñëà
Êíóäñåíà èñòî÷íèêà). Ïðè ýòîì â âåðõíåé ÷àñòè
ñòðóè (âáëèçè ñîïëà) ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåçíà-
÷èòåëüíîé ðîëè òåïëîïåðåíîñà, à â íèæíåé ÷àñòè
ñòðóè â ïåðåõîäíîì ðåæèìå ýòî ñîîòâåòñòâóåò ãèïåð-
çâóêîâîìó ïðèáëèæåíèþ [18].

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñòðóè íà îñè òå÷åíèÿ. Â
ñèëó ñèììåòðèè ïîòîêà íà åãî îñè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ðàâåíñòâà:

 

Èñïîëüçóÿ èõ è èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (4)–(6) ñ ïî-
ìîùüþ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (3) âåëè÷èíó

, ïîëó÷èì:

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ïîïåðå÷íûõ ãðàäèåíòîâ ñêîðîñ-
òè è äàâëåíèÿ âáëèçè îñè, ïðèðàâíÿåì íóëþ, ñëå-
äóÿ [39], âåëè÷èíó .

Îïðåäåëèì êèíåòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû êîìïîíåí-
òîâ íà îñè ñòðóè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

       

ãäå Rα = k/mα – ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, k – ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, mα – ìàññà ÷àñòèöû ñîðòà α. Â íîâûõ
îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé ïðèìåò
âèä:

      
(8)

 

Ýòî íåçàìêíóòàÿ ñèñòåìà òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ ÷åòûðå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ïàðàìåòðà nα, uα, Tα|| è Tα ⊥ íà îñè òå÷åíèÿ. Ïðè âû-
âîäå ýòîé ñèñòåìû íå áûëî ñäåëàíî íèêàêèõ óïðîùå-
íèé, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåéòè îò äâóõìåðíîé çàäà÷è ê
îäíîìåðíîé, çà èñêëþ÷åíèåì ïðåäïîëîæåíèé, êàñàþ-
ùèõñÿ çíà÷èìîñòè ïàðàìåòðîâ âáëèçè îñè ñòðóè.
Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîñòü ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé (8). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàâëå-
íèå â èñòî÷íèêå äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ïîòîê áóäåò
ïðàêòè÷åñêè ðàâíîâåñíûì âïëîòü äî îáëàñòè (r ≥ r0),
ãäå îí ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ñôåðè÷åñêè–ñèììåòðè÷íûì òå÷åíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (8) çàìûêàåòñÿ óñëîâèåì:

               

ïîòîê â äâóõìåðíîé îáëàñòè (r < r0) îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè èçýíòðîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ðåøåíèå êîòî-
ðûõ äàåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(8). Âñå ïàðàìåòðû ñòðóè (ïëîòíîñòü, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
è òåìïåðàòóðà) â äâóõìåðíîé îáëàñòè â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëîêàëüíîå ÷èñëî Ìàõà, çàâèñè-
ìîñòü êîòîðîãî îò ðàññòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî êà-
êîé-íèáóäü ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ, ëèáî ðåøåíè-
åì óðàâíåíèé ðàâíîâåñíîé ãàçîäèíàìèêè [40, 41].

Ìîìåíòû îò èíòåãðàëîâ ñòîëêíîâåíèé
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ îò èíòåãðàëà ñòîëêíîâå-

íèé òðåáóåòñÿ çàäàíèå êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè ñâîéñòâ êàê îäíîêîìïîíåíòíûõ ñòðóé [31, 32],
òàê è ñòðóé ñìåñåé [11] õîðîøåé àïïðîêñèìàöèåé ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû
èñïîëüçóåì òîò æå ïîäõîä è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

      

Òîãäà, ïåðåõîäÿ â ìîìåíòàõ îò èíòåãðàëà ñòîëêíîâå-
íèé â ñèñòåìó öåíòðà ìàññ è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâà-

(7 )
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íèå ïî ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

  

  

ãäå
αα = mα/2kT α||, βα = mα/2kT α⊥,
ααβ

−1 = αα
−1 + αβ

−1, βαβ
−1 = βα

−1 + ββ
−1,

v α =  sαβ= v β − v α,
γα = βα/ αα, γαβ = βαβ/ ααβ,
E(x, t; s, γ) = exp[−(xt − s)2 – γx2(1 − t2)],
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 – áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî
äâèæåíèÿ ÷àñòèö, à t – êîñèíóñ óãëà ìåæäó  è îñüþ
ïîòîêà.

Â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ (9) ïîÿâèëèñü ýô-
ôåêòèâíûå ñå÷åíèÿ l-ãî ïîðÿäêà (l = 1, 2):

      

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñòîëêíîâèòåëüíûå ÷ëåíû çàâè-
ñÿò îò áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ s è γ, êîòîðûå õà-
ðàêòåðèçóþò ñòåïåíü íåðàâíîâåñíîñòè ñèñòåìû.

Ïàðàìåòð s ñâÿçàí ñî ñäâèãîì ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êîìïîíåíòîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà âäîëü
ïàðàëëåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè è èìååò êîíå÷-
íîå çíà÷åíèå â ëþáîé òî÷êå ñòðóè. Îí ìàë, åñëè
“ñêîëüæåíèå” ñêîðîñòåé (uβ  − uα) íåçíà÷èòåëüíî ïî
ñðàâíåíèþ ñ òåïëîâûì ðàçáðîñîì ñêîðîñòåé (ααβ)−1/2

(ýòî ðåàëèçóåòñÿ â áîëüøèíñòâå ôèçè÷åñêè èíòåðåñ-
íûõ ñèòóàöèé). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ E(x, t; s, γ)
ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì s è òåì ñàìûì ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèòü ðàñ÷åò èíòåãðàëîâ (9). Îáðàòíàÿ
ñèòóàöèÿ (çíà÷åíèå s âåëèêî) ðåàëèçóåòñÿ â ñòðóå, ãäå
î÷åíü òÿæåëûé êîìïîíåíò íàõîäèòñÿ â ìàëîé ïðèìåñè
â ëåãêîì íîñèòåëå.

Ïàðàìåòð γ = T||/T⊥ õàðàêòåðèçóåò àíèçîòðîïèþ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé è
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ ðàññòîÿíèåì îò èñòî÷-
íèêà ñòðóè. Ïðè ýòîì òàêæå âîçìîæíî ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè E ïî ñòåïåíÿì (γ−1) è óïðîùåíèå âûðàæå-
íèé (9).

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ñìåñè îäíîàòîìíûõ ãàçîâ â
ïðèáëèæåíèè ýëëèïñîèäàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëó-
÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïàðàìåòðîâ ñòàöèîíàð-
íîé ñâåðõçâóêîâîé ñòðóè, ó÷èòûâàþùàÿ âëèÿíèå äâóõ-
ìåðíîñòè òå÷åíèÿ âáëèçè îñè ñòðóè. Â äàëüíåéøåì
ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëè-
çà ðÿäà ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ – ðàçãîíêè
ëåãêîãî è òÿæåëîãî êîìïîíåíòîâ ñòðóè è ðàçíîñòè èõ
òåìïåðàòóð.
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EQUATIONS FOR TRANSLATIONAL RELAXATION IN STEADY
SUPERSONIC JET OF A MIXTURE OF MONOATOMIC GASES

A.V. Lazarev, N.N. Zastenker, D.N.Trubnikov
(Division of Physical Chemistry)

On the basis of the Boltzmann kinetic equation with the use of the ellipsoidal distribution
function, the system of equations which takes into account a two-dimensional flow near to a nozzle
has been derived for parameters of a supersonic steady jet expanding into vacuum.

Key words: steady supersonic jet, Boltzmann equation, Grad moment method,translational
relaxation.
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